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极限运算分为函数极限和数列极限，数列极限和函数极限可以相互转化，这

里主要以函数极限作为示例。

1 基本计算方式

课本上极限计算可以使用的主要计算方式：

1.1 基础四则运算

只有式子的极限各自存在才能使用四则运算，使用的频率较少。

1.2 重要极限

重要极限有两个，但是 lim
x→0

sinx

x
= 1 这个很少用，因为往往用等价无穷小

替代了，而 lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x

= e 则用的较多，当出现分数幂的幂指函数时，不要

先去取对数，而是使用重要极限看看能不能转换。

例题：求 lim
x→∞

(
3 + x

6 + x

)x−1
2

。

解：= lim
x→∞

(
1− 3

6 + x

) 6+x
−3

· −3
6+x

·x−1
2

= lim
x→∞

e
−3
6+x

·x−1
2 = lim

x→∞
e−

3
2
·x−1
x+6 = e−

3
2。

例题：求 lim
x→∞

(
2x+ 3

2x+ 1

)x+1

。

解：= lim
x→∞

(
2x+ 3

2x+ 1

)x

· 2x+ 3

2x+ 1
= lim

x→∞

(
2x+ 3

2x+ 1

)x

= lim
x→∞

1 +
3

2x

1 +
1

2x


x

= lim
x→∞

(
1 +

3

2x

)x

(
1 +

1

2x

)x

= lim
x→∞

[(
1 +

3

2x

) 2x
3

] 3
2

[(
1 +

1

2x

)2x
] 1

2

=
e

3
2

e
1
2

= e。

1.3 导数定义

极限转换以及连续性的时候会用到，但是使用的频率也较小。
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1.4 等价无穷小替换

当看到复杂的式子，且不论要求的极限值的趋向，而只要替换的式子是 ∆ →

0 时的无穷小，就使用等价无穷小进行替换。

注意：替换的必然是整个求极限的乘或除的因子，一般加减法与部分的因子

不能进行等价无穷小替换。如果是判断等价无穷小的阶数则可以，因为只会相差

一个更高阶的无穷小，不影响整体。

对于无法直接得出变换式子的，可以对对应参数进行凑，以达到目标的可替

换的等价无穷小。

1.5 夹逼准则

夹逼准则可以用来证明不等式也可以用来计算极限。但是最重要的是找到

能夹住目标式子的两个式子。

例题：求极限 lim
x→0

x

[
10

x

]
，其中 [·] 为取整符号。

解：取整函数公式：x− 1 < [x] ⩽ x，所以
10

x
− 1 <

[
10

x

]
⩽ 10

x
。

当 x > 0 时，x → 0+，两边都乘以 10，10 − x < x ·
[
10

x

]
⩽ x · · · 10

x
= 10，

而左边在 x → 0+ 时极限也为 10，所以夹逼准则，中间 x ·
[
10

x

]
极限也为 10。

当 x > 0 时，x → 0−，同样也是夹逼准则得到极限为 10。

∴ lim
x→0

x

[
10

x

]
= 10。

1.6 拉格朗日中值定理

对于形如 f(a)− f(b) 的极限式子就可以使用拉格朗日中值定理，这个 f(x)

为任意的函数。使用拉格朗日中值定理最重要的还是找到这个 f(x)。

可以将极限式子中形如 f(a) − f(b) 的极限部分使用拉格朗日中值定理进行

替换，即将同个 f(x) 的差值变为 x 的差值。

例题：求极限 lim
n→∞

n2

(
arctan 2

n
− arctan 2

n+ 1

)
。

解：因为式子不算非常复杂，其实也可以通过洛必达法则来完成，但是求导

会很复杂。而 arctanx 可以认定为 f(x)。

从而 arctan 2

n
− arctan 2

n+ 1
为 f(

2

n
)− f(

2

n+ 1
) = f ′(ξ)

(
2

n
− 2

n+ 1

)
。

其中
2

n+ 1
< ξ <

2

n
，而当 n → ∞ 时，f ′(ξ) =

1

1 + ξ2
→ 1。
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∴ arctan 2

n
− arctan 2

n+ 1
∼ 2

n
− 2

n+ 1
=

2

n(n+ 1)
。

∴ lim
n→∞

n2

(
arctan 2

n
− arctan 2

n+ 1

)
= lim

n→∞
n2 · 2

n(n+ 1)
= 2。

1.7 洛必达法则

• 洛必达法则的本质是降低商形式的极限式子的幂次。对于幂次高的式子必

然使用洛必达法则。

• 式子比较复杂最好不要使用洛必达法则，最好是对求导后有规律或幂次较

低的式子进行上下求导。

• 只有函数极限才能使用洛必达，数列极限不能使用。

• 只有未定式才能使用洛必达，若已经能计算出为常数则不能使用洛必达。

• 如果极限不存在且不是无穷，这洛必达法则失效，可能存在极限，换其他

方法求解。

• 洛必达法则必须使用在变量都趋向 0 或 ∞ 时，如果不是这样的趋向则不

能使用。如下面的例题。

例题：求 lim
x→1

x2 − x+ 1

(x− 1)2
。

如果使用洛必达法则，则会得到结果为 1，这是错误的，因为分子在 x → 1

时结果为常数 1。正确的计算方式：

解：= lim
x→1

1

(x− 1)2
= ∞。

1.8 泰勒公式

泰勒公式一般会使用趋向 0 的麦克劳林公式，且一般只作为极限计算的一

个小部分，用来替代一个部分。

且一般只有麦克劳林公式表上的基本初等函数才会使用倒泰勒公式，复合

函数最好不要使用。

一般遇到 0− 0 型会用到这个公式，其他方式没办法解出。

例题：求极限 lim
x→0

arcsinx− arctanx

sinx− tanx
。

分析：该题目使用洛必达法则会比较麻烦且难以计算，所以先考虑是否能用

泰勒展开。
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解：x → 0，sinx = x − 1

6
x3 + o(x3)，tanx = x +

1

3
x3 + o(x3)，arcsinx =

x+
1

6
x3 + o(x3)，arctanx = x− 1

3
x3 + o(x3)。

∴ sinx− tanx = −1

2
x3 + o(x3)，arcsinx− arctanx =

1

2
x3 + o(x3)

∴原式 =

1

x
x3 + o(x3)

−1

2
x3 + o(x3)

= −1。

2 常用化简技巧

2.1 对数法则

如 logn(a · b) = logn a+ logn b，logn

a

b
= logn a− logn b。

换底公式：对于 a, c ∈ (0, 1)∪ (1,+∞)且 b ∈ (0,+∞)时，有 loga b =
logn b

logn a
。

例题：求 lim
x→0

(ex
2 − 1)(

√
1 + x−

√
1− x)

[ln(1− x) + ln(1 + x)] sin x

x+ 1

。

注意在积或商的时候不能把对应的部分替换为 0，如分母部分的 [ln(1−x)+

ln(1 + x)] 就无法使用 ln(1 + x) ∼ x 替换为 −x + x，这样底就是 0 了，无法求

得最后的极限。

解：这时可以尝试变形，如对数函数相加等于对数函数内部式子相乘：ln(1−

x) + ln(1 + x) = ln(1− x2) ∼ −x2。

2.2 指数法则

当出现 f(x)g(x) 的类似幂函数与指数函数类型的式子，需要使用 uv = ev lnu。

一般需要与洛必达法则配合使用。

例题：求 lim
x→+∞

(x+
√
1 + x2)

1
x。

解： lim
x→+∞

(x+
√
1 + x2)

1
x = e

lim
x→+∞

ln(x+
√

1+x2)
x

(
ln(x+

√
1 + x2)′ =

1√
1 + x2

)
= e

lim
x→+∞

1√
1+x2 = e0 = 1

例题：求 lim
x→0

(
ax + bx + cx

3

) 1
x

(a > 0, b > 0, c > 0)。

解：= e
lim
x→0

ln(ax+bx+cx

3 )
x = e

lim
x→0

ln(ax+bx+cx)−ln 3
x = e

lim
x→0

ax ln a+bx ln b+cx ln c
ax+bx+cx （洛必达法

则）

= e
lim
x→0

ln a+ln b+ln c
1+1+1 = e

lim
x→0

ln(abc)
3 = 3

√
abc。
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例题：求 lim
n→∞

n

[(
1 +

1

n

)n
2

−
√
e

]
。

解：首先对于幂指函数需要取指数，所以

(
1 +

1

n

)n
2

= e
n
2

ln(1+ 1
n
)。

而后面的多一个
√
e 导致整个式子变为一个复杂的式子，而与 ex 相关的是

ex − 1 ∼ x。

所以 e
n
2

ln(1+ 1
n
) −

√
e = e

1
2 ·
(
e

n
2

ln(1+ 1
n
)− 1

2 − 1
)
= e

1
2 ·
[
n

2
ln(1 + 1

n
)− 1

2

]
。

综上：

lim
n→∞

n

[(
1 +

1

n

)n
2

−
√
e

]
= lim

n→∞
n
(
e

n
2

ln(1+ 1
n
) −

√
e
)

= lim
n→∞

n
[
e

1
2 ·
(
e

n
2

ln(1+ 1
n
)− 1

2 − 1
)]

=
e

1
2

2
lim
n→∞

n2

[
ln
(
1 + 1

n

)
− 1

n

]

=
e

1
2

2
lim
n→∞

1

n
− 1

2n2
− 1

n
1

n2

=
e

1
2

2
·
(
−1

2

)
= −

√
e

4

2.3 三角函数关系式

例题：求极限 lim
x→0

(
1

sin2 x
− cos2 x

x2

)
。

解：lim
x→0

(
1

sin2 x
− cos2 x

x2

)
= lim

x→0

x2 − sin2 x cos2 x
sin2 x · x2

(sinx ∼ x)

= lim
x→0

x2 − sin2 x cos2 x
x4

(sinx cosx ∼ 1

2
sin 2x) = lim

x→0

x2 − 1

4
sin2 2x

x4

= lim
x→0

2x− 1

4
· 2 sin 2x · cos 2x · 2

4x3
(sinx cosx ∼ 1

2
sin 2x) = lim

x→0

2x− 1

2
sin 4x

4x3

= lim
x→0

2− 1

2
cos 4x · 4

12x2
=

1

6
lim
x→0

1− cos 4x
x2

(1− cosx ∼ 1

2
x2) =

4

3

2.4 提取常数因子

提取常数因子就是提取出能转换为常数的整个极限式子的因子。这个因子

必然在自变量的趋向时会变为非 0 的常数，那么这个式子就可以作为常数提出。

2.5 提取公因子

当作为商的极限式子上下都具有公因子时可以提取公因子然后相除，从而

让未知数集中在分子或分母上。
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例题：求 lim
x→4

x2 − 6x+ 8

x5 − 5x+ 4
。

解：需要先提取公因子：= lim
x→4

(x− 2)(x− 4)

(x− 1)(x− 4)
= lim

x→4

x− 2

x− 1
=

2

3
。

（当然可以使用洛必达法则得到极限为 lim
x→4

2x− 6

2x− 5
= lim

x→4

8− 6

8− 5
）

注意：提取公因子的时候应该注意开平方等情况下符号的问题。如果极限涉

及倒正负两边则必须都讨论。

当趋向为负且式子中含有根号的时候最好提取负因子，从而让趋向变为正。

例题：求 lim
x→−∞

[√
4x2 + x ln

(
2 +

1

x

)
+ 2 ln 2x

]
。

解：题目的形式为 ∞−∞，所以必须使用后面的倒代换转换为商的形式。

= lim
x→−∞

−x

[√
4 +

1

x
ln
(
2 +

1

x

)
− 2 ln 2

]
。

这里就需要注意到因为
√
4x2 + x 的限制导致这个式子必然为正数，而 x →

−∞代表自变量为负数，所以提出来的 x必然是负数，而原式是正数，所以就需

要添加一个负号，而后面的 2 ln 2x则没有要求，所以直接变成 −2 ln 2就可以了。

将 x 下翻变成分母为
1

x
，并令 t =

1

x
。

= lim
t→0−

√
t+ 4 ln

(
2 +

1

x

)
− 2 ln 2

−t
。

幂次不高可以尝试洛必达：

= lim
t→0−

(
1

2
· ln(2 + t)√

t+ 4
+

√
t+ 4

2 + t

)
= −

(
1

2
· ln 2

2
+

2

2

)
= − ln 2

4
− 1。

2.6 有理化

当遇到带有根号的式子可以使用等价无穷小，但是只针对形似 (1+x)a−1 ∼

ax 的式子，而针对 xa ± xb 的式子则无法替换，必须使用有理化来将单个式子变

为商的形式。

2.6.1 和差形式

如
√
a±

√
b =

a+ b
√
a∓

√
b
。

例题：求极限 lim
x→−∞

x(
√
x2 + 100 + x)。

解：首先定性分析： lim
x→−∞

x · (
√
x2 + 100 + x)。

在 x → −∞ 趋向时，x 就趋向无穷大。

而
√
x2 + 100 为一次，所以

√
x2 + 100 + x 趋向 0。
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又
√
x2 + 100 在 x → −∞ 时本质为根号差，所以有理化：

lim
x→−∞

x(
√
x2 + 100 + x) = lim

x→−∞
x
x2 + 100− x2

√
x2 + 100− x

= lim
x→−∞

100x√
x2 + 100− x

令x=−t
=====⇒ lim

t→+∞

−100t√
t2 + 100 + t

= lim
t→+∞

−100√
1 +

100

t2
+ 1

= −50

例题：求 lim
x→0

√
1 + tanx−

√
1 + sinx

x
√
1 + sin2 x− x

。

解：= lim
x→0

√
1 + tanx−

√
1 + sinx · lim

x→0

1

x
√
1 + sin2 x− x

= lim
x→0

tanx− sinx√
1 + tanx+

√
1 + sinx

· lim
x→0

x
√
1 + sin2 x+ x

x2(1 + sin2 x)− x2

= lim
x→0

tanx− sinx√
1 + tanx+

√
1 + sinx

· lim
x→0

√
1 + sin2 x+ 1

x sin2 x

= lim
x→0

tanx− sinx

2
· lim
x→0

2

x sin2 x

= lim
x→0

tanx− sinx

x sin2 x
= lim

x→0

1− cosx
x cosx sinx

= lim
x→0

1

2
x2

x2
=

1

2
。

2.6.2 乘积形式

此时带有根号的式子只有单个没有加上或减去另一个式子，所以就需要将

其转换为和差形式，如三角函数中 x± nπ 结果不变。

例题：求极限 lim
n→∞

sin2(π
√
n2 + n)。

解：由于 sin(x+ nπ) = ± sinx，而 sin2(x+ nπ) = sin2 x。

原式 = lim
n→∞

sin2[π(
√
n2 + n− n)] = lim

n→∞
sin2 nπ√

n2 + n+ n
= lim

n→∞

sin2 π√
1 + 1/n+ 1

= lim
n→∞

sin2 π

2
= 1。

2.7 换元法

换元法本身没什么技巧性，主要是更方便计算。最重要的是获取到共有的最

大因子进行替换。

例题：求极限 lim
x→1−

lnx ln(1− x)。

解：当 x → 1− 时，lnx 趋向 0，ln(1− x) 趋向 −∞。

又 x → 0，ln(1 + x) ∼ x，所以 x → 1，lnx ∼ x− 1：

lim
x→1−

lnx ln(1− x) = lim
x→1−

(x− 1) ln(1− x)
�t=1−x
====⇒= − lim

t→0+
t ln t

7



= − lim
t→0+

ln t
1

t

= − lim
t→0+

1

t

− 1

t2

= lim
t→0+

t = 0

2.8 倒代换

2.8.1 含有分式

当极限式子中含有分式中一般都需要用其倒数，把分式换成整式方便计算。

例题：求极限 lim
x→0

e−
1
x2

x100

解：lim
x→0

e−
1
x2

x100
= lim

x→0

e−
1
x2 · 2x−3

100x99
= lim

x→0

1

50
lim
x→0

e−
1
x2

x102

使用洛必达法则下更复杂，因为分子的幂次为负数，导致求导后幂次绝对值

越来越大，不容易计算。

使用倒代换再洛必达降低幂次，令 t =
1

x2

lim
x→0

e−
1
x2

x100
= lim

t→+∞

e−t

t−50
= lim

t→+∞

t50

et
= lim

t→+∞

50t49

et

= · · ·

= lim
t→+∞

50!

et
= 0

例题：求极限 lim
x→+∞

[x2(e
1
x − 1)− x]。

解：该式子含有分数，所以尝试使用倒数代换：

lim
x→+∞

[x2(e
1
x − 1)− x]

令x= 1
t====⇒ lim

t→0+

(
et − 1

t2
− 1

t

)
= lim

t→0+

et − 1− t

t2

泰勒展开et
======⇒ lim

t→0+

1

2
t2

t2
=

1

2

2.8.2 ∞−∞ 型

2.8.3 ∞ ·∞ 型

2.9 拆项

拆项需要根据式子形式进行，所以很难找到普遍规律。

2.9.1 积拆项

例题：求 lim
n→∞

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3) · · · (n+ 6)

6n6
。

解：需要将分子和分母都拆为 6 项：

=
1

6
lim
n→∞

n+ 1

n
× n+ 2

n
× · · · n+ 6

n
=

1

6
lim
n→∞

(1 +
1

n
)(1 +

2

n
) · · · (1 + 6

n
) =

1

6
。
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当极限式子中出现不知道项数的 n 时，一般需要使用拆项，把项重新组合。

一般的组合是根据等价无穷小。

2.9.2 和拆项

而对于复杂的具有同一结构的和的式子也可以考虑拆项。

例题：求极限 lim
x→0

(
ex + e2x + · · ·+ enx

n

) e
x

。（n ∈ N+）

解：这里可以使用等价无穷小 ex − 1 ∼ x。

lim
x→0

(
ex + e2x + · · ·+ enx

n

) e
x

= e
lim
x→0

e
x

ln
(

ex+e2x+···+enx

n

)

= e
lim
x→0

e
x

(
ex+e2x+···+enx

n
−1

)
= e

lim
x→0

e
x

(
ex+e2x+···+enx−n

n

)

= e
e
n

lim
x→0

(
ex−1

x
+ e2x−1

x
+···+ enx−1

x

)
= e

e
n
[1+2+···+n] = e

e
n
·n(1+n)

2 = e
e(1+n)

2

例题：求 lim
x→0

1− cosx
√

cos 2x 3
√

cos 3x
ln cos x

解：可以使用 cosx− 1 ∼ x2

2
。

lim
x→0

1− cosx
√

cos 2x 3
√

cos 3x
ln cos x

= lim
x→0

1− cosx+ cosx− cosx
√

cos 2x 3
√

cos 3x

−x2

2

= lim
x→0

x2

2

−x2

2

+
cosx(1−

√
cos 2x 3

√
cos 3x)

−x2

2

= −1 + lim
x→0

(1−
√

cos 2x) +
√

cos 2x−
√

cos 2x 3
√

cos 3x

−x2

2

= −1 + lim
x→0

−1

2
(cos 2x− 1) +

√
cos 2x(1− 3

√
cos 3x)

−x2

2

= −1 + lim
x→0

−1

2
(−4x2

2
) +

(
−1

3

)(
−9x2

2

)
−x2

2

= −6

2.10 脱帽法

即函数中有 f(x)，且 f(x) 无法转换出常数项。则将 f(x) 利用已知的极限

值转换为一个函数加上高阶无穷小的形式。
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3 极限计算形式

极限相关计算形式主要分为下面六种：

1. 未定式：直接根据式子计算极限值。

2. 极限转换：根据已知的极限值计算目标极限值。

3. 求参数：已知式子的极限值，计算式子中未知的参数。

4. 极限存在性：根据式子以及极限存在性计算极限或参数。

5. 极限唯一性：式子包含参数，根据唯一性计算两侧极限并求出参数与极限

值。

6. 函数连续性：根据连续性与附加条件计算极限值或参数。

7. 迭代式数列：根据数列迭代式计算极限值。

8. 变限积分：根据变限积分计算极限值。

3.1 极限不定式类型

七种：
0

0
,
∞
∞

, 0 · ∞,∞−∞,∞0, 00, 1∞。

¬其中
0

0
为洛必达法则的基本型。

∞
∞
可以类比

0

0
的处理方式。0 · ∞ 可以

转为
0
1

∞

=
0

0
=

∞
1

0

=
∞
∞
。设置分母有原则，简单因式才下放（简单：幂函数，e

为底的指数函数）。

6 ­∞−∞ 可以提取公因式或通分，即和差化积。

®∞0, 00, 1∞，就是幂指函数。

uv = ev lnu =


∞0 → e0·+∞

00 → e0·−∞

1∞ → e∞·0

∴ limuv = elim v·lnu = elim v(u−1)

综上，无论什么样的四则形式，都必须最后转换为商的形式。
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3.2 极限转换

3.2.1 整体换元

最常用的方式就是将目标值作为一个部分，然后对已知的式子进行替换。

例题：已知 lim
x→0

ln(1− x) + xf(x)

x2
= 0，求 lim

x→0

f(x)− 1

x
。

解：令目标
f(x)− 1

x
= t，∴ f(x) = tx+ 1。

lim
x→0

ln(1− x) + xf(x)

x2
= lim

x→0

ln(1− x) + tx2 + x

x2
(泰勒展开)

= lim
x→0

−x− x2

2
+ tx2 + x

x2
= lim

x→0

(
t− 1

2

)
x2

x2
= lim

x→0

(
t− 1

2

)
= 0

∴ lim
x→0

t = lim
x→0

f(x)− 1

x
=

1

2
。

如果是已知值中含有目标值的关系式，可以将已知值作为一个整体来换算

为目标值。

例题：已知 lim
n→∞

(an + bn) = 1， lim
n→∞

(an − bn) = 3，求出 {an}，{bn} 的极限

值。

解：设 un = an + bn，vn = an − bn，则 lim
n→∞

un = 1， lim
n→∞

vn = 3。

根据极限运算规则，若 un、vn 存在极限，则 un + vn、un − vn 也存在极限。

且 lim
n→∞

(un + vn) = lim
n→∞

un + lim
n→∞

vn = 1+ 3 = 4， lim
n→∞

(un − vn) = lim
n→∞

un −

lim
n→∞

vn = 1− 3 = −2。

且 an =
1

2
(un + vn)，bn =

1

2
(un − vn)，所以 {an}、{bn} 极限存在。

lim
n→inf

an =
1

2
× 4 = 2， lim

n→∞
bn =

1

2
× (−2) = −1。

3.2.2 关系转换

例题：如果 lim
x→0

x− sinx+ f(x)

x4
存在，则 lim

x→0

x3

f(x)
为常数多少？

解：由 lim
x→0

x sinx+ f(x)

x4
= A，而目标是 x3，所以需要变形：

lim
x→0

x sinx+ f(x)

x4
= A

lim
x→0

x sinx+ f(x) · x
x4

= A · lim
x→0

x = 0

lim
x→0

x− sinx

x3
+ lim

x→0

f(x)

x3
= 0

泰勒展开：x− sinx =
1

6
x3

lim
x→0

f(x)

x3
= −1

6

11



lim
x→0

x3

f(x)
= −6

3.2.3 脱帽法

lim
x→x0

f(x) ⇔ f(x) = A+ α(x), lim
x→x0

α(x) = 0。

例题：如果 lim
x→0

x− sinx+ f(x)

x4
存在，则 lim

x→0

x3

f(x)
为常数多少？

解：由 lim
x→0

x sinx+ f(x)

x4
= A 脱帽：

x sinx+ f(x)

x4
= A+ α。

得到：f(x) = Ax4 + α · x4 − (x− sinx)。

反代入：lim
x→0

f(x)

x3
= lim

x→0

Ax4 + α · x4 − x+ sinx

x3
= 0 + 0− 1

6
= −1

6
。

∴ lim
x→0

x3

f(x)
= −6。

3.3 求参数

因为求参数类型的题目中式子是未知的，所以求导后也是未知的，所以一般

不要使用洛必达法则，而使用泰勒展开。

一般极限式子右侧等于一个常数，或是表明高阶或低阶。具体的关系参考无

穷小比阶。

在求参数的时候要注意与 0 的关系。

3.3.1 常数

例题：设 lim
x→0

ln(1 + x)− (ax+ bx2)

x2
= 2，求常数 a，b。

解：根据泰勒展开式：x → 0, ln(1 + x) = x − x2

x
+ o(x2)，x − ln(1 + x) ∼

1

2
x2 ∼ 1− cosx。

lim
x→0

ln(1 + x)− (ax+ bx2)

x2
= 2

= lim
x→0

(1− a)x−
(
1

2
+ b

)
x2 + o(x2)

x2
= 2 ̸= 0

1− a = 0;−
(
1

2
+ b

)
= 2

∴ a = 1; b = −5

2
。
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3.3.2 无穷小

求无穷小阶数时，注意低阶吸收高阶，即面对多项式的无穷小，其阶数为幂

次最低的那个，逼近 0 速度最慢的那个的阶数。

3.3.2.1 等价无穷小

等价无穷小一般不会使用 lim f(x)

g(x)
= 1 的方式来求参数，而是直接求没有

参数的极限，然后对比求出参数。

例题：当 n → ∞ 时，e−
(
1 +

1

n

)n

与 An−p 为等价无穷小，求 A 与 p。

解：

(
1 +

1

n

)n

由于是一个幂函数，所以对其取对数简化，e−
(
1 +

1

n

)n

=

e− en ln(1+ 1
n
)，又 An−p 是以积的形式，所以 e− en ln(1+ 1

n
) 的极限应该也是积的形

式，提出一个 e：e(1− en ln(1+ 1
n
)−1) = −e(en ln(1+ 1

n
)−1 − 1)。

又使用等价无穷小 ex − 1 ∼ x，−e(en ln(1+ 1
n
) − 1) ∼ −e

[
n ln

(
1 +

1

n

)
− 1

]
。

又 n → ∞，−e

[
n ln

(
1 +

1

n

)
− 1

]
∼ e

2n
。

3.3.2.2 某阶无穷小

若是求某个式子与另一个式子的某阶无穷小，则同右边等于常数一样，也需

要使用泰勒展开。

例题：确定常数 a 和 b，使得 f(x) = x− (a+ b cosx) sinx 当 x → 0 时关于

x 的 5 阶等价无穷小。

解：使用泰勒展开展开到五阶：

f(x) = x− (a+ b cosx) sinx

= x− a

[
x− x3

3!
+

x5

5!
+ o(x5)

]
− b

2

[
2x− (2x)3

3!
+

(2x)5

5!
+ o(x5)

]
= (1− a− b)x+

(
a

6
+

2b

3

)
x3 −

(
a

120
+

2b

15

)
x5 + o(x5)。

所以若为五阶无穷小，则五阶前的常数应该都为 0。

所以 1− a− b = 0，
a

6
+

2b

3
= 0，

a

120
+

2b

15
̸= 0。

解得 a =
4

3
，b = −1

3
。

3.4 极限存在性

一般会给出带有参数的例子，并给定一个点指明在该点极限存在，求参数。

若该点极限存在，则该点两侧的极限都相等。
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例题：设函数 f(x) =


sinx(b cosx− 1)

ex + a
, x > 0

sinx

ln(1 + 3x)
, x < 0

在 x = 0 处极限存在，

则 a，b 分别为。

解：首先根据极限在 x = 0 存在，且极限的唯一性。分段函数在 0 两侧的极

限值必然相等。

∵ lim
x→0−

sinx

ln(1 + 3x)
= lim

x→0−

sinx

3x
=

1

3
= lim

x→0+

sinx(b cosx− 1)

ex + a
。

又 lim
x→0+

sinx(b cosx− 1)

ex + a
的分母的 ex 当 x → 0+ 时 ex → 1，假如 a ̸= −1，

则 ex + a ̸= 0，则为一个常数。

从而提取常数因子：lim
x→0+

sinx(b cosx− 1)

ex + a
=

1

1 + a
lim
x→0+

sinx(b cosx−1)，这

时候 sinx 是趋向 0 的，而 b cosx− 1 无论其中的 b 为何值都是趋向一个常数或

0，这时候他们的乘积必然为无穷小，从而无法等于 1

3
这个常数。

∴ a = −1，从而让极限式子变为一个商的形式：

lim
x→0+

sinx(b cosx− 1)

ex + a
= lim

x→0+

sinx(b cosx− 1)

ex − 1
= lim

x→0+

sinx(b cosx− 1)

x

= lim
x→0+

b cosx− 1 = b− 1 =
1

3

∴ a = −1, b =
4

3
。

3.5 极限唯一性

若极限存在则必然唯一。

例题：设 a 为常数，lim
x→0

(
e

1
x − π

e
2
x + 1

+ a · arctan 1

x

)
存在，求出极限值。

解：因为求 x → 0，所以需要分两种情况讨论：

lim
x→0+

(
e

1
x − π

e
2
x + 1

+ a · arctan 1

x

)

= lim
x→0+

(
e

1
x − π

e
2
x + 1

)
+ lim

x→0+

(
a · arctan 1

x

)

= lim
x→0+

0 ·
(
e

2
x

)2
+ e

1
x − π

1 ·
(
e

2
x

)2
+ 1

+ a · π
2
= a · π

2

lim
x→0−

(
e

1
x − π

e
2
x + 1

+ a · arctan 1

x

)
= −π + a ·

(
−π

2

)
= −π − π

2
· a

因为极限值具有唯一性，所以 −π− π

2
a =

π

2
a，所以 a = −1，极限值为 −π

2
。
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3.6 函数连续性

函数的连续性代表：极限值 = 函数值。所以函数的连续性需要靠极限完成。

3.6.1 极限判连续性

题目给出函数，往往是分段函数，然后判断分段点的连续性。

例题：讨论函数 f(x) =


[
(1 + x)

1
x

e

] 1
x

, x > 0

e−
1
2 , x ⩽ 0

在 x = 0 处的连续性。

解：因为 lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

[
(1 + x)

1
x

e

] 1
x

= e
lim

x→0+

1
x

ln[ (1+x)
1
x

e
]
。

又 lim
x→0+

1

x
ln
[
(1 + x)

1
x

e

]
= lim

x→0+

1

x

[
1

x
ln(1 + x)− 1

]
= lim

x→0+

ln(1 + x)− x

x2

= lim
x→0+

1

1 + x
− 1

2x
= lim

x→0+
− 1

2(1 + x)
= −1

2
。

∴ lim
x→0+

f(x) = e−
1
2。

又 lim
x→0−

f(x) = lim
x→0−

e−
1
2 = e−

1
2，且 f(0) = e−

1
2。

从而 lim
x→0+

f(x) = lim
x→0−

f(x) = f(0)，所以 f(x) 在 x = 0 处连续。

3.6.2 连续性求极限

例题：函数在 f(x)在 x = 1处连续，且 f(1) = 1，求 lim
x→+∞

ln
[
2 + f

(
x

1
x

)]
。

解：根据题目，所求的 lim
x→+∞

ln
[
2 + f

(
x

1
x

)]
中，唯一未知的且会随着 x →

+∞ 而变换就是 f
(
x

1
x

)
。如果我们可以求出这个值就可以了。

而我们对于 f(x) 的具体的关系是未知的，只知道 f(1) = 1。那么先需要考

察 lim
x→+∞

x
1
x 的整数最大值。

lim
x→+∞

x
1
x = e

lim
x→+∞

ln x
x = e

lim
x→+∞

1
x = e0 = 1

∴ lim
x→+∞

f(x
1
x ) = f(1) = 1。

3.7 迭代式数列

3.7.1 简单递推表达式

最重要的是将递推式进行变形。这种递推式都是比较简单的，an 和 an+1 都

是一次的，可以裂项相消等将 an 消去。

15



例题：数列 {an} 满足 a0 = 0, a1 = 1, 2an+1 = an + an−1, n = 1, 2, · · ·。计算

lim
n→∞

an。

解：首先看题目，给出的递推式设计到二阶递推，即存在三个数列变量，所

以我们必须先求出对应的数列表达式。因为这个表达式涉及三个变量，所以尝试

对其进行变型：

an+1 − an =
an−1 − an

2
=

(
−1

2

)
(an − an−1) =

(
−1

2

)2

(an−1 − an−2)

= · · ·

=

(
−1

2

)n

(a1 − a0) =

(
−1

2

)n

然后得到了 an+1 − an =

(
−1

2

)n

，而需要求极限，所以使用列项相消法的逆

运算：

an = (an − an−1) + (an−1 − an−2) + · · ·+ (a1 − a0) + a0

=

(
−1

2

)n−1

+

(
−1

2

)n−2

+ · · ·+
(
−1

2

)0

=

1 ·
(
1−

(
−1

2

)n)
1−

(
−1

2

) =
2

3

[
1−

(
−1

2

)n]

∴ lim
n→∞

an =
2

3

3.7.2 单调有界准则

对于无法将关系式通过变形归纳为一般式的关系式，对于其极限就必须使

用单调有界准则来求出。

单调有界的数列必有极限。需要证明单调性和有界性，然后对式子求极限就

能求出目标极限。

单调性可以通过求导来得到，有界性可以结合式子和单调性来得到，或者使

用裂项相消法和放缩法来得到一个类似夹逼定理的上下界。

如何判断是否使用单调有界准则？根据递推关系式，如果对两边求极限能得

出极限值那么必然是单调有界准则，否则就使用递推表达式转换为等比数列或

等差数列。

3.7.2.1 通项公式

例题：x0 = 0，xn =
1 + 2xn−1

1 + xn−1

(n ∈ N∗)，求 lim
n→∞

xn。

解：首先应该知道数列的趋向都是趋向正无穷。
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然后对关系式进行变形：xn =
1 + 2xn−1

1 + xn−1

= 1 +
xn−1

1 + xn−1

= 2− 1

1 + xn−1

。

首先证明单调性，令 f(x) = 2− 1

1 + x
。

∴ f ′(x) =
1

(x+ 1)2
> 0，则 f(x) 单调递增。

所以不管 x = xn−1 或其他，f ′(x) > 0，xn 都是单调递增，则 xn ⩾ x0 = 0。

然后证明有界性，∵ xn ⩾ 0 且单调，∴ xn = 2− 1

1 + xn−1

∈ [0, 2]。

从而 xn 有界。

所以根据单调有界定理，xn 的极限存在。

对于关系式两边取极限：

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

1 + 2xn−1

1 + xn−1

=
1 + 2 lim

n→∞
xn−1

1 + lim
n→∞

xn−1

=
1 + 2 lim

n→∞
xn

1 + lim
n→∞

xn

。

解该一元二次方程： lim
n→∞

xn =
1±

√
5

2
，又根据保号性， lim

n→∞
xn > 0。

∴ lim
n→∞

xn =
1 +

√
5

2
。

3.7.2.2 复杂递推公式

许多题目只给出样子，连通项公式都不会给出，只会给出一个复杂递推公式，

其中包括开根号，倒数，甚至只是举例。这种题目就必须使用单调有界准则来完

成，甚至还需要其他的技巧。

难点就是确认上下界，根式用乘除，和式用加减。

例题：求出数列
√
2，
√
2 +

√
2，

√
2 +

√
2 +

√
2· · · 的极限。

解：根据数列样式，无法通过普通的通项公式来表达，所以需要考虑使用递

推式来表示：xn+1 =
√
2 + xn。

首先证明有界性：

给定一个任意的正整数 k，再根据递推式，假定 xk < 2，所以 xk+1 =
√
2 + xk <

√
2 + 2 = 2。且 x1 =

√
2 满足假定，所以 xk < 2 对于任意的正

整数 k 都成立，所以 xn 存在上界 2。

然后证明单调性，根据其递推式：

xn+1 − xn =
√
2 + xn − xn =

2 + xn − x2
n√

2 + xn + xn

=
−(xn − 2)(xn + 1)√

2 + xn + xn

。

又 0 < xn < 2，从而上式子大于 0，从而数列单调递增。

所以根据单调有界定理，数列 xn+1 =
√
2 + xn 一定存在极限，令其极限值

lim
n→∞

xn = a。

将递推式两边平方并取极限： lim
n→∞

x2
n+1 = lim

n→∞
(2 + xn)。
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从而 a2 = 2 + a，得出 a = 2（根据极限的保号性 −1 被舍去）。

例题：已知数列 {an} 满足 a1 = a（a > 0），an+1 =
1

2

(
an +

2

an

)
，证明极

限 lim
n→∞

an 存在，并求其值。

证明：由于 a > 0，根据 an+1表达式所以 an > 0，看到递推表达式的乘积为常

数的形式可以想到使用不等式
a+ b

2
⩾

√
ab来转换：an+1 =

1

2

(
an +

2

an

)
⩾

√
2。

即 {an} 有下界
√
2。

又将通项相减得到相邻两项关系：an+1−an =
1

an
−an

2
=

2− a2n
2an

⩽ 0（n ⩾ 2）。

所 {an} 单调递减。

由单调有界准则，an 存在极限 A，且 A ⩾
√
2。

对于关系式两边取极限 an+1 =
1

2

(
an +

2

an

)
，则 A =

1

2

(
A+

2

A

)
。

解得 A =
√
2，即 lim

n→∞
an =

√
2。

例题：设 x1 =
√
a（a > 0），xn+1 =

√
a+ xn，求极限。

解：x1 =
√
a，x2 =

√
a+

√
a，an =

√
a+ · · ·

√
a+

√
a 所以可得单调递增。

xn+1 =
√
a+ xn，x2

n+1 = a+ xn，xn+1 =
a

xn+1

+
xn

xn+1

。

由单调性 xn+1 ⩾ xn ⩾ x1 =
√
a，xn+1 ⩽

a

xn+1

+ 1 ⩽ √
a+ 1，即有上界。

单调有界准则，an 单调增且有上界，令极限为 A，A =
√
a+ A，解得 A =

1±
√
1 + 4a

2
，负根舍去。

例题：x1 = a ⩾ 0，y1 = b ⩾ 0，a ⩽ b，xn+1 =
√
xnyn，yn+1 =

xn + yn
2

（n = 1, 2, · · ·），证明 lim
n→∞

xn = lim
n→∞

yn。

解：x1 = a，x2 =
√
a · a ⩾

√
a2 = a，∴ xn 单调递增。

y1 = b，y2 =
a+ b

2
⩽ 2b

2
= b，∴ yn 单调递减。

x2
n+1 = xnyn，xn+1 =

xn

xn+1

yn ⩽ yn = b，∴ xn 有上界。

yn+1 =
xn + yn

2
，xn + yn = 2yn+1，yn = xn − 2yn+1，又 yn 单调递减，所以

yn+1 ⩽ yn，∴ yn ⩾ xn − 2yn，3yn ⩾ xn，∴ yn 有下界。

所以根据单调有界准则，都有极限，令 lim
n→∞

xn = A， lim
n→∞

yn = B。

代入第二个式子，B =
A+B

2
，解得 A = B。

3.8 数列和

使用放缩法进行夹逼定理失败时可以使用定积分定义。

使用定积分的精确定义

∫ b

a

f(x) dx = lim
n→∞

n∑
i=1

f

(
a+

b− a

n
· i
)

b− a

n
。
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将 a、b 设为 0 和 1 可以得出普通形式

∫ 1

0

f(x) dx = lim
n→∞

n∑
i=1

f

(
i

n

)
1

n
。

1. 提出 1

n
。

2. 凑出 i

n
。

3. 由于 i

n
= 0 =

1− 0

n
i，所以

i

n
可以读作 0 到 1 上的 x，且

1

n
=

1− 0

n
读

作 0 到 1 上的 dx。

例题：计算 lim
n→∞

(
n+ 1

n2 + 1
+ · · ·+ n+ n

n2 + n2

)
。

19


	基本计算方式
	基础四则运算
	重要极限
	导数定义
	等价无穷小替换
	夹逼准则
	拉格朗日中值定理
	洛必达法则
	泰勒公式

	常用化简技巧
	对数法则
	指数法则
	三角函数关系式
	提取常数因子
	提取公因子
	有理化
	和差形式
	乘积形式

	换元法
	倒代换
	含有分式
	 型
	 型

	拆项
	积拆项
	和拆项

	脱帽法

	极限计算形式
	极限不定式类型
	极限转换
	整体换元
	关系转换
	脱帽法

	求参数
	常数
	无穷小
	等价无穷小
	某阶无穷小


	极限存在性
	极限唯一性
	函数连续性
	极限判连续性
	连续性求极限

	迭代式数列
	简单递推表达式
	单调有界准则
	通项公式
	复杂递推公式


	数列和


